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Introduccion 

La nocion de coanillo fue introducida por M. E. Sweedler en [T2| con el objeto de formular y 
demostrar un predual al Teorema de Jacobson-Bourbaki para extensiones de anillos de di- 
vision. Un argumento fundamental en [17J es el siguiente: dados E C A anillos de division, 
cada coideal J del A-coanillo A®e ^ da lugar a un coanillo cociente C = A ®e A/ J- Si 
g E C denota el elemento «como de grupo» 1 (8>_e 1 + entonces D = {a E A : ag = ga} es 
un anillo de division intermedio E ^ D ^ A. Ademas, se tiene el homomorfismo canonico 
de y4-coanillos ( : A^dA (t que lleva 1®d1 en g. Resulta de 2.2 Fundamental Lem- 
ma] que C es un isomorfismo de A-coanillos, lo cual es, a la postre, basico para establecer 
la correspondencia entre coideales de A ®e ^ J extensiones intermedias E C D C A [T3 
Fundamental Theorem]. El citado Lema Fundamental de Sweedler puede reemplazarse por 
el hecho de que el coanillo A^d A resulta ser simple cosemisimple [121 Theorem 4.4], [TTl 
Theorem 3.2, Theorem 4.3], ^ 28.21] o, alternativamente, que A es, como C-comodulo, un 
generador simple de la categoria de C-comodulos por la derecha. Vemos, por tanto, que lo 
que hay detras de [T7| 2.1 Fundamental Theorem] puede expresarse en terminos categori- 
cos. De hecho, esta idea se ha explotado recientemente para establecer una generalizacion 
de la teoria de Sweedler para anillos simples artinianos |H|- En este trabajo mostramos que 
la idea de obtener un isomorfismo de coanillos a partir de propiedades categoricas puede 
formularse en ultimo termino mediante comonadas. 

Cada elemento «como de grupo» g de un coanillo C sobre un anillo unitario A, da 
lugar [1] a un homomorfismo canonico de A-coanillos can a '■ A ^ que lleva 

1 (8)b 1 en g, donde B es el subanillo de los elementos (^-coinvariantes de A, j A®b A es e\ 

*Investigaci6n realizada en el proyecto MTM2004-01406 «Metodos algebraicos en Geometrla no con- 
mutativa» financiado por DGICYT y FEDER 



1 



coanillo canonico de Sweedler |17| . El elemento «como de grupo» g proporciona tambien 
un par de funtores adjuntos entre la categona Mod^ de los -B-modulos por la derecha y 
la categona Comodc de C-comodulos por la derecha |4]. El adjunto por la izquierda esta 
definido aqm como un producto tensor — (g)^ A : Mod^ — > Comode;, usando la estructura 
de C-comodulo por la derecha que define g sobre A. El adjunto por la derecha puede 
ser interpretado como el funtor Romir^A, — ) : Comod(r Mod^. T. Brzezinski demuestra 
lU Theorem 5.6] que, para C piano como A-modulo por la izquierda, esta adjuncion es 
una equivalencia de categorias si, y solo si, C es de Galois (i.e., can^ es un isomorfismo) 
y A es un _B-m6dulo por la izquierda fielmente piano. La aplicacion canonica can^ puede 
ser interpretada como un homomorfismo de comonadas de la siguiente manera: El A- 
coanillo C da lugar a una comonada sobre Mod^ construida sobre el funtor — 0^ (t pi 
18.28]. Por otra parte, la adjuncion asociada a la extension de anillos B C A determina 
[H Section 3.1] otra comonada sobre Mod^. De esta manera, la aplicacion canonica can a 
da lugar al homomorfismo de comonadas — ®a can a '■ — CSa A A — 0^ C Si 
(C, g) es un coanillo de Galois, estas comonadas son isomorfas y ocurre que el funtor 

— ®B A : Mods Comode es, salvo isomorfismos naturales, el funtor de comparacion de 
Eilenberg-Moore [U Section 3.2]. Por tanto, una de las implicaciones de |3l Theorem 5.6] 
puede obtenerse como una consecuencia del Teorema de Beck [J Section 3.3]. Este no 
parece ser el caso de la implicacion reciproca. Concretamente, el hecho de que el funtor 

— ^bA: Mods Comode; sea una equivalencia implique que la aplicacion canonica sea un 
isomorfismo exige un argumento independiente, que reposa sobre cierta relacion existente 
entre la aplicacion canonica can^ y la counidad de la adjuncion entre los funtores — ®b A 
y Hom£(y4, — ). De hecho, para que (t sea de Galois, basta con que la counidad de dicha 
adjuncion sea un isomorfismo |H 18.26], [lH Lemma 3.1], apareciendo la condicion de ser 
Galois como parte de una caracterizacion del caracter fiel y pleno del funtor Homii;(74, — ) 
[HI 18.27], [3 Theorem 3.8], [IH Remark 3.7]. De hecho, los citados resultados estan 
demostrados en el ambito mas general de los coanillos de comatrices, introducidos en [TT] . 
y en los que el papel del elemento «como de grupo» g lo juega un C-comodulo por la 
derecha S que es finitamente generado y proyectivo como A-modulo, j B = End(Sir). La 
generalizacion de [H Theorem 5.6] en este ambito fue demostrada en ^TJ Theorem 3.2]. 
Nuestro objetivo en este articulo es investigar que aspectos de estos resultados admiten 
una formulacion en terminos puramente de comonadas, lo que esperamos nos permita en 
futuras situaciones concretas concentrar nuestra atencion en lo especifico de cada una de 
ellas, al tener resueltos aspectos relevantes generales. 

Partiremos de una comonada G sobre una categoria A, y de un funtor L : B ^ A con 
un adjunto por la derecha R : A ^ B. Parametrizaremos de manera biunivoca los funtores 
K : B ^ Ag que se factorizan a traves de L mediante los homomorfismos de comonadas 
ip : LR — > G (Teorema ll.2|l . Usaremos la notacion K^p para designar esta dependencia. 
Seguidamente, veremos bajo que condiciones uno de tales funtores K^p : B Ac tiene un 
adjunto por la derecha : Ac — ^ B (Proposicion I2.H1 . Demostraremos que es fiel 
y pleno si y solo si ip es un isomorfismo y L preserva ciertos igualadores (Teorema I2.5jl 
y concluiremos nuestros resultados generales caracterizando cuando proporciona una 
equivalencia entre las categorias B y Ac fTeorema I2.6|l . Obviamente, los funtores carac- 
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terizados asi son, a fortiori, comonadicos o tripeables pero, a diferencia del planteamiento 
del Teorema de Beck, aqui la comonada G esta dada de antemano, y cada funtor K^p co- 
rresponde a una «representaci6n» de G. La situacion tratada por el Teorema de Beck es 
aquella en que ip es la identidad, esto es, G = LR es la comonada asociada a la adjuncion. 

Una situacion que motiva nuestro punto de vista viene dada por una estructura en- 
trelazante entre un algebra y una coalgebra, y un modulo entrelazado [H]. Entonces la 
comonada G viene dada por el coanillo asociado a la estructura entrelazante |31 Section 2], 
y el funtor esta definido por un modulo entralazado, que no es sino un comodulo sobre 
el mencionado coanillo. Una cuestion natural es estudiar la relacion entre la categoria 
de modulos entrelazados y la de modulos sobre el subanillo de coinvariantes del modulo 
entrelazado y, en particular, si ambas categorias son equivalentes. 

Aplicaremos nuestros teoremas generales al caso de coanillos sobre anillos firmes, lo que 
ilustrara como los resultados sobre comonadas de las secciones[T]y[2lsimplifican significati- 
vamente el tratamiento de algunos aspectos relevantes de los coanillos de comatrices y los 
comodulos de Galois estudiados en [TT], [TTS] . 

Nota importante: En esta version revisada, debemos decir que buena parte de los resul- 
tados de las secciones [U y [2l son conocidos para los especialistas en Teoria de Categorias. 
De hecho, B. Mesablishvili nos ha informado gentilmente de este hecho, proporcionandonos 
en particular las referencias IHl y l2l- Hemos incluido las correspondientes atribuciones de 
los resultados, aunque no se puede descartar que mas enunciados de las secciones ID y El 
trabajo resulten, al menos, familiares para los mencionados especialistas. Esperamos, no 
obstante, que nuestros enunciados y pruebas elementales pudieran ser de alguna utilidad 
a aquellos lectores con conocimientos no especializados en Categorias y Funtores, al hacer 
mas accesible para ellos, como asi ha sido para el autor de estas notas, un enlace entre los 
coanillos de Galois y la bien desarrollada teoria general de comonadas. 

1 Funtores con valores en coalgebras y homomorfismos 
de comonadas 

Sea (G, A, e) una comonada (o cotriple) sobre una categoria A, esto es, un funtor G : A ^ 
A junto con dos transformaciones naturales A : G ^ G^ y e : G idy^ tales que los 
diagramas 



G ^ ' G"^ G ~ q"^ Q 




son conmutativos lU Chapter 3]. Seguiremos en lo posible [T], entendiendo automaticamen- 
te cada afirmacion sobre monadas (triples) en su version para comonadas. Supongamos 
un funtor L : B ^ A que tiene un adjunto por la derecha R : A ^ B. Entonces, si 
7] : idis —>■ RL es la unidad de la adjuncion, y e : LR —> idj^ es su counidad, se tiene 
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definida [U Proposition 3.1.2] la comonada {LR,6,e) sobre A, donde 6 = LrjR. Recorde- 
mos la categona Aq de las G-coalgebras [U Section 3.1], cuyos objetos son pares {X,x) 
consistentes en un objeto X de ^ y un morfismo x : X ^ GX tales que 

Gx o X = Ax ox, Ex ° X = idx 

Dadas G-coalgebras (X, x), los homomorfismos f : X X' m. A tales que Gf o 

X = x' o f constituyen el conjunto de homomorfismos Rom^AaiX, X') en Ac de {X,x) a 
iX',x'). 

Denotemos por U : Ac — ^ el funtor que olvida. Consideraremos aquellos funtores 
K : B Ag tales que el diagrama 

B^Ag (1) 

u 

A 

es conmutativo. Estamos interesados particularmente en el caso en que K proporciona una 
equivalencia de categorias entre B y Ag- Comenzaremos estableciendo una correspondencia 
biunivoca entre los funtores K que hacen conmutar el diagrama JH) y los homomorfismos de 
comonadas ip : LR G. Esta correspondencia es consecuencia de la siguiente Proposicion 
11.11 que, por otra parte, establece algunos hechos tecnicos fundamentales para abordar la 
caracterizacion de las equivalencias de categorias K que hacen conmutar Recordemos 
[H Section 3.6] que un homomorfismo de comonadas de LR a G es una transformacion 
natural ip : LR — > G tal que Ayj = ip^d y Sip = e. La correspondencia biunivoca entre los 
objetos descritos en las afirmaciones (A) y (C) de la Proposicion 11.11 puede deducirse de 
Proposition II. 1.4]. 

Proposicion 1.1. Existe una correspondencia biumvoca entre 
(A) Morfismos de comonadas de {LR, LrjR^e) a {G,A,e), 



(B) Transformaciones naturales R — ^ RG tales que los siguientes diagramas conmutan 

R — ^RG R^^RG (2) 

a RA 

RG — RG^ 




(C) Transformaciones naturales L ^GL tales que los siguientes diagramas conmutan 



GL 

AL 



GL G'L 




(3) 
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Demostracion. Comenzamos demostrando la correspondencia biunivoca entre las transfor- 
maciones naturales descritas en {A) y {B). Si partimos de un morfismo de comonadas 
Lp : LR G, entonces podemos definir la transformacion natural 



riR Rip 

R :r ^ RLR RG 



(4) 



Para comprobar que conmuta el primer diagrama en consideremos un objeto X de ^ 
y calculamos 



RAx oax = RAx o Rlpx o t]rx 

= R^Px ° RLrjRx o rjfix (v' es de comonadas) 

= RipGX o RLRipx o RLrjRx o Vrx (v^x = 

= R<^Gx o RLRipx o Vrlrx o Vrx 

= RipGX o riRGX o R^x o Vrx iv es natural) 

= acx o ax 



^ - Vgx o LRipx) 
(jj es natural) 



Para el segundo diagrama en tenemos 

Rex oax = R^x ° R^x ° Vrx 

= Rex o Vrx 

= idnx 



{ip es de comonadas) 
(por adjuncion) 



En sentido inverso, partiendo de una transformacion natural a : R ^ RG que verifique 
(12)), definimos la transformacion natural 



LR — ^ LRG G 



(5) 



Para demostrar que (p, definida en (jHI), es un homomorfismo de comonadas, necesitaremos 
utilizar que, para cada objeto X de A, se tienen las igualdades 



(Px = ^G^x ° Lugx ° LReGx ° LRLa 



X 



(6) 



GeGx o GLax o ^glrx ° Lurlx, 
por definicion de (p. Realizamos el siguiente calculo: 



o Lr]Rx = (^G^x o LaGx ° LReGx ° LRLax o Lt]rx 

= eG^x ° Logx o LReGx ° Lijrgx ° Lax 

= eG2x o LttGx o Lax 

= eG^x ° LRAx o Lax 

= Ax o eGx o Lax 

= Axoipx 



(por (ED) 
(?7 es natural) 
{ReGx o rjRGX = idRGx) 
{acx °ax = RAx o ax) 
(e es natural) 
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Para comprobar la segunda condicion que define un homomorfismo de comonadas, tenemos 

Exo^x = £x <=> ecx o Lax 

= ex o LRex o Lax (e es natural) 

= ex {Rex °cxx = idRx) 

Bien, partamos ahora de un homomorfismo de comonadas (p : LR —>■ G y construyamos la 
transformacion natural a : R RG de acuerdo con (jH). Consideremos ahora el homomor- 
fismo de comonadas, digamos ip', definido, a partir de tal a, en j veamos que coincide 
con el morfismo original ip. Para ello, calculemos, para un objeto X de A, 

<^'x = ^Gx o Lax 

= ecx o LRpx o LrjRx 

= ^LRx o Lr]Rx (e es natural) 

= Px 

Por ultimo hemos de ver que, partiendo de una transformacion natural a : R RG que 
satisfaga Q y construyendo sucesivamente el morfismo de comonadas p segun JSj), y la 
nueva transformacion natural, digamos a', de acuerdo con (jH), volvemos a obtener el a 
original. Esto se sigue del siguiente calculo, para X un objeto de A: 

a'x = Rpx o Vrx 

= Recx ° RLax o Vrx (v es natural) 
= R^Gx o Vrgx o ax 
= ax 

Abordemos ahora la demostracion de que hay una correspondencia biunivoca entre las 
transformaciones descritas en (A) y las descritas en (C). Asi, si partimos de un homomor- 
fismo de comonadas p : LR — > G, definimos la transformacion natural 

L LRL GL (7) 



y comprobemos que verifica que los diagramas (jH]) conmutan. Tomamos, pues, un objeto 
Y de B J calculamos 

= p\y ° LrjjiLY ° LrjY {p es de comonadas) 

= GpLx o fLRLY o Lr]jiLY ° Ltjy {p\y = GpLx o <^lrly) 
= GpLY o Prlry o LRLrjY o Ltiy ij] es natural) 

= GpLY ° G LrjY o Ply ° LrjY es natural) 

= GPyoISy 

Para comprobar que es segundo diagrama de ^ conmuta, hacemos el siguiente calculo: 

£ly ° f^Y = SlyPly o Lt]y 

= e^y o LrjY {p es de comonadas 
= idiY (por adjuncion) 
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Reciprocamente, a cada transformacion natural (3 : L ^ GL que haga conmutar los 
diagramas Q, le asignamos la transformacion natural (p definida por 



LR^GLR^ 



:G 



(8) 



que vamos a comprobar seguidamente es un homomorfismo de comonadas. Para la primera 
condicion requerida para ser un homomorfismo de comonadas calculamos, para un objeto 
X de A: 



ip\ o LriRx = Gifx o ifLRX o LrjRx 

= G^txo G(3rx o GeiRx ° Prlrx o Lrj 
= G^tx o G(3rx o GeiRx o GLr]Rx o (3^ 

'tx o GBrtx o Brx 



= G^txo G13rx o (3rx 

= G^tx o ^LRx o I3rx 

= Ax o Gtx o (3rx 

= Ax oifx 



IRX 
*RX 



{P es natural) 
{eLRX o Lr]Rx = idiRx) 
(por 0) 
(A es natural) 



Una comprobacion de la segunda condicion para ser homomorfismo de comonadas es la 
siguiente: 

Sx^ifx = ^x ° Gex o Prx 

= ex o slrx o Prx es natural) 
= ex (por 0) 

Veamos por iiltimo que estas correspondencias son mutuamente inversas. Asi pues, partien- 
do de un homomorfismo de comonadas (p : LR — > G, y siendo (3 la transformacion natural 
definida en 0, tenemos, para X un objeto de A, y (p' el homomorfismo de comonadas 
definido a partir de /3 segiin (jH]): 



^'x 



Gex o Prx 

Gex o y^LRX o Lt]rx 

(fx o LRex o Lr]Rx 

^x 



{if es natural) 
{Rex o r]Rx = idRx) 



Y partiendo de una transformacion natural (3 : L ^ GL sujeta a las condiciones 0, 
tenemos definido un homomorfismo de comonadas if segun ([HI), que permite definir, de 
acuerdo con una transformacion natural j3' . Tenemos, para cada objeto Y de B: 



Y 



= (fiLY o Lr]Y 

= GeLY O PRLY O W- 

= /5y o eLY o Lr]Y 

= Py 



(/? es natural) 



Esto concluye la prueba. 



□ 
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Conviene que nos dotemos de una terminologia comoda para referirnos a la situacion 
descrita por la Proposici6n ll.il Asi, si el dato de partida es un homomorfismo de comonadas 
(y9 : LR G, entonces nos referiremos a las transformaciones naturales a : R ^ RG 
J P : L ^ GL como la representacion co-inducida (resp. representacion inducida) de 
ip. En su conjunto, hablaremos de las representaciones de (p. Cuando partamos de una 
transformacion natural a sujeta a las condiciones o de una transformacion natural /3 
sujeta a Q, entonces el homomorfismo de comonadas correspondiente ip : LR ^ G se 
llamara transformacion canonica asociada a a (resp. (3). 

Dado un homomorfismo de comonadas ip : LR — > G es litil escribir las ecuaciones que 
lo ligan con sus representaciones asociadas a : R ^ RG j P : L ^ GL. Concretamente, 
de la demostracion de la Proposicion ll.H deducimos que 

a = Rip o TjR ip = eG o La 

(9) 

P = ipL o Lr] ip = Geo pR 

Pasamos a deducir de la Proposici6n ll.il el resultado fundamental de esta secci6n, que 
puede tambien obtenerse de IHl Theorem II. 1.1]. Por otra parte, B. Mesablishvili nos ha 
comunicado que el Teorema 11.21 puede deducirse de cierta meta-adjunci6n, descrita en [3 
pag. 11], y para cuya prueba remite el mismo Beck a ^Hl, entre ciertas meta-categorias 
adecuadas, de una parte Adji^A), cuyos objetos son adjunciones, y de otra Trip{A)°^, cuyos 
objetos son m6nadas (o triples), siempre con los morfismos adecuados. 

Teorema 1.2. Dada una comdnada G sobre A y un junior L : B A, si L tiene 
un adjunto por la derecha R : A ^ B, entonces existe una correspondencia biyectiva 
entre funtores K : B Ac que hacen conmutar |H) y homomorfismo s de comonadas 
ip: LR^G. 

Demostracion. Dado que, segiin la Proposici6n ll.H existe una correspondencia biunivoca 
entre homomorfismos de com6nadas ip : LR —>■ G j transformaciones naturales P : L ^ GL 
que hagan conmutar basta con que demostremos que estas ultimas estan en correspon- 
dencia biunivoca con los funtores K : B ^ Ac tales que UK = L. Esta correspondencia 
va como sigue: dada P : L ^ GL, definimos KY = {LY, Py) para cada objeto Y de 
B, y Kf = Lf para cada morfismo / en B. Los diagramas Q muestran entonces que 
{LY, Py) es una G-coalgebra y la naturalidad de P implica que Lf es un homomorfismo de 
G-coalgebras. Reciprocamente, dado el funtor K : B ^ Ac definimos, para cada objeto 
Y de B, Py '■ LY — > GLY como el homomorfismo estructura de la G-coalgebra KY. Es 
facil comprobar que esta asignaci6n define una transformaci6n natural P : L —>■ GL que 
hace conmutar □ 

El Teorema 11.21 puede ser considerado como una generalizaci6n de [H Theorem 3.3]. 

Corolario 1.3. /H, Theorem 3.3] Sean H y G comonadas sobre una categoria A. Existe 
una correspondencia biunivoca entre homomorfismos de comonadas ip : H ^ G y funtores 
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K : Ah Ag que hacen conmutar el diagrama 

Ah ^Ag 




A 

donde Uh y Ug son los funtores que olvidan. 

Demostracidn. El funtor Uh tiene un adjunto por la derecha Fh tal que la comonada 
asociada es H [T1, Seccion 3.2]. El corolario se sigue ahora del Teorema 11.21 tomando 
B = AhyL = Uh. □ 



2 Adjunciones y equivalencias 

Partimos de una comonada (G, A, e) sobre una categona A, y L : B ^ A nn funtor. 
Supondremos, ademas, que L tiene un adjunto por la derecha R : A ^ B. De acuerdo con 
el Teorema II. 2L los funtores K : B ^ Ag tales que UK = L, para U : Ag ^ A e\ funtor 
que olvida, estan en correspondencia biunivoca con los homomorfismos de comonadas ip : 
LR G. Haremos patente esta dependencia escribiendo para el funtor correspondiente 
a ip. Explicitamente, el funtor esta definido como 

K^:B ^Ag {Y^ {LY, ipLY o Lr^y)), 

sobre objetos, y como L sobre homomorfismos. Tendremos presentes la Proposici6n ll.il v 
las ecuaciones que relacionan ip con sus representaciones a : R ^ RG j P : L ^ GL. 

Comenzamos estudiando cuando tiene un adjunto por la derecha. La siguiente 
proposicion es un caso particular de Theorem A.l]. Damos una prueba elemental en 
nuestro caso. 

Proposicion 2.1. Supongamos que para cada G-codlgebra (X, x) existe en B el igualador 
del par de morfismos ax,Rx : RX RGX . Entonces el funtor K^p : B Ag tiene un 
adjunto por la derecha : Ag — ^ B, cuyo valor en (X, x) es el igualador 

D^X "-^ — ^RX tRGX (10) 

Rx 

Demostracidn. Dados objetos X A gY B, denotemos por $ : Hom^(LF, X) — > 
Homg(F, RX) el isomorfismo de adjuncion, que, en terminos de la counidad 77, viene de- 
finido por = Rh o TjY para h : LY X. Consideremos el siguiente diagrama 
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conmutativo de aplicaciones entre conjuntos: 



(11) 



Hom^(LF,X) 



Home(F,i?X) 



G{-)of3x 



Hom^(Lr, GX) 



HomB{Y,Rx) 



HomB{y,ax) 



}iomt3{Y,RGX), 



donde la flecha discontinua no esta aun definida. Comprobemos que el cuadrado inferior 
conmuta serialmente, en el sentido de [TJ page 112]: partiendo de h : LY — > X, tenemos 



[$ o (x o -)] (h) 



$(x o h) 
Rx o Rh o rjY 
IiomBiY,Rx){RhoT]Y) 
[RomsiY, Rx) o $] (h) 



Por otra parte, 



[$0(G(-)0/3y)] (/^) 



o RpY o r^y 
i^G/i o RifLY o RLrjY o ?7y 

i^G/l O /?y}iy O ?7^iy O riY 

Ripx o -RLi?/i o rijiLY o 
^V^x o '7i?x oRhorjY 
ax o -R/i o ''7y 
Hom0(F, ax){Rh o r^y) 
[HomH(F,ax)o$](/i). 



(/?y = ipLY O Lr^y) 

(?7 es natural) 
(V9 es natural) 
(?7 es natural) 



Ahora bien, los dos lados verticales son igualadores, el de la izquierda por definicion de 
homomorfismo de G-coalgebras, y el de la derecha, por la propiedad universal del igualador 
(fTTHl . Por tanto, el isomorfismo natural $ : Hom^(LF, X) — > Home(F, i?X) induce, por 
restriccion, un isomorfismo natural $ : llom_A^{K^Y, X) llom^(Y, D^X). □ 

Observacion 2.2. Si tomamos en el diagrama (|TT|l X = K^Y, para un objeto Y de B, 
dado que idx^y es un homomorfismo de G-coalgebras, deducimos que rjY = ^{idx^Y) se 
factoriza a traves de D^^^Y , de manera que la unidad de la adjuncion H D<^, denotada 
por rj, viene determinada univocamente en Y por la propiedad universal de un igualador, 
segun el siguiente diagrama: 



D^K^Y 



Vy 



■RLY : 
Y 



OILY 



RPy 



RGLY 



[12) 
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Para hacer explicita la counidad ? en un objeto (X, x) de Ac, aplicamos el funtor al 
igualador (fTn|l y obtenemos el diagrama 



Leqx 



LRX 



Lax 



LRx 



LRGX 



(13) 



es decir, = ex ° Leqx ■ 

Nuestro proximo objetivo es demostrar que D^p es un funtor pleno y fiel si, y solo si, (p 
es in isomorfismo de monadas y el funtor L preserva los igualadores (fTn|l . Trabajaremos 
primero para una G-coalgebra X, y luego argumentaremos globalmente. Supongamos que 
existe en A el igualador 



eq' Lax 

EX LRX ; LRGX 



LRx 



Consideramos el siguiente diagrama en A: 




K^D^X 



LRGX 



(14) 



(15) 



G^X 



En este diagrama, esta determinada por Leqx en virtud de la propiedad universal del 
igualador (fT^ . Para definir ux, necesitamos comprobar que el cuadrado (1) conmuta 
serialmente. Pero eso es una consecuencia sencilla de la naturalidad de ip j del hecho de 
ser un homomorfismo de comonadas. De esta manera, ux esta determinado por ipx o eq'y 
por la propiedad universal del igualador canonicamente asociado a la coalgebra (X, x) (ver 
[H Proposition 3.3.4]). Comprobemos ahora que el cuadrado (2) es conmutativo, esto es, 
que 

ex = uxo *x (16) 
Es suficiente con comprobar que la igualdad (fTH| es cierta tras componer con el monomor- 
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fismo X. Realizamos seguidamente dicho calculo: 



X o'ex = X o ex ° Leqx 

= ecx o LRx o Leqx (e es natural) 

= ecx o LRax o Leqx (egx iguala {Rx, ax)) 

= ecx o LRipx o Lr]Rx o Leqx 

= V^x o ^LRX o Lr]Rx o Leqx (e es natural) 

= >fx° Leqx 
= ipx° eq'x o 
= X O Ux ° "^x 

Lema 2.3. Supongamos que (fx es un monomor fismo. En el diagrama (fT5| . ex es 
isomorfismo si, y solo si, \l/x y t^x son isomorfismos. 

Demostracidn. Vamos a demostrar que si ex es un isomorfismo, entonces 

K^D^X — - LRX ; LGRX 

LRx 

es un igualador. Esto implica que \l/x es entonces un isomorfismo, de donde el lema se sigue 
facilmente. Sea, por tanto, f : Y ^ LRY un homomorfismo en A tal que LRxof = Lax°f ■ 
Existe un unico f : Y ^ EX tal que eq'x ° f = f ■ Definimos 

/ = e -1 o z/x o / : r K^D^X 

Entonces _ ^ 

(fx o Leqx ° f = ^x ° Leqx °ex^ °i^x° f 

= ipx° eq'x o ^x o ex ^ ° / 

= X o ux o v&x o o z/x o / 

= X o z/x o / (por (fTHll ) 

= ^xoeq'xo f 

= ^xo f 

Como (fix es un monomorfismo, deducimos que Leqx ° f = f- Supongamos ahora que 
g : Y K^pD^X es tal que Legx ° 9 = f- Basta con demostrar que ^x ° 9 = ^x ° f ■ Dado 
que X es un monomorfismo, es suficiente con que comprobemos que xo'ex o g = x o z/x o /: 

xoe'xog = xoux^^x°9 (por (|TH|) ) 

= ifxoeq'xo'^x^ 9 

= ifx° Leqx ° 9 

= Vxo f 

= V^x o eq'xo f 

= XOVxO f 

□ 
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Observacion 2.4. Obviamente, el Lema 12.31 puede re-enunciarse diciendo que, bajo la 
hipotesis de ser tpx un monomorfismo, ex es un isomorfismo si, y solo si, L preserva el 
igualador (fTTH) . y vx es un isomorfismo. 

Recordemos que un funtor adjunto por la derecha es fiel y pleno si y solo si la counidad 
es un isomorfismo 13 Proposition 3.4.1] 

Teorema 2.5. Sea L : B A un funtor con un adjunto por la derecha R : A —>^ B, y 
G : A ^ A cualquier comdnada. Consideremos un funtor : B Ac que hace conmutar 
(IH) con homomorfismo de comonadas correspondiente ip : LR ^ G, y scan a : R RG, 
(3 : L GL sus representaciones. Supongamos que cada G-codlgehra (X, x), existe en 
B el igualador de ax,Rx. Entonces el funtor adjunto por la izquierda : Aq ^ B al 
funtor es fiel y pleno si, y solo si, L preserva los igualadores de la forma (|inp y (p es 
un isomorfismo de comonadas. 

Demostracion. Sea X cualquier objeto de A. Un sencillo calculo muestra que 



RX — — - RGX ^ RG^X (17) 

es un igualador contractible en el sentido de [H Section 3.3]. En efecto, 

Rex oax = idnx (por 

RGex o i?Ax = id RGX (por Q), 

RGsx o cxgx = Cix o Rsx (tt es natural). 

El igualador (fT7j) muestra que eqcx = ax y D^pGX = RX. De aqui, aplicando el funtor L 
a (fT7|) - y en vista de (fT3|) . obtenemos que e^x = ^GX°Lax = ^x- Por tanto, si es fiel y 
pleno, entonces ecx = V^x es un isomorfismo para toda G-coalgebra [X^x). Del Lema lOl 
deducimos tambien que L preserva el igualador (fTn|) . El reciproco es consecuencia directa 
del LemaEHly la ecuacion (fTKll . □ 

Un isomorfismo de comonadas : LR G induce Theorem 3.3] una equivalencia 
de categorias Alr = Aq. Combinando este hecho con el Teorema 12.51 v el Teorema de 
Beck [H Theorem 3.10], podemos obtener el Teorema 12.61 Preferimos, si el lector nos lo 
permite, incluir una demostracion explicita. 

Teorema 2.6. Sea L : B —>■ A un funtor con un adjunto por la derecha R : A ^ B, y 
G : A ^ A cualquier comdnada. Consideremos un funtor K^^ : B Aq que hace conmutar 
con homomorfismo de comonadas correspondiente tp : LR G, y scan a : R ^ RG, 
P : L ^ GL sus representaciones. Supongamos que cada G-codlgebra {X,x), existe en B 
el igualador de ax,Rx. Entonces el funtor es una equivalencia de categorias entre B 
y Ag si, y solo si, L preserva los igualadores de la forma (|TTHl . refleja isomorfismos, y ip> 
es un isomorfismo de comonadas. 
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Demostracidn. 
adjuncion K^p 



Observemos primero que para cada objeto Y de B, la unidad rfy de la 



D^p demostrada en la Proposicion 12.11 viene dada, segun la Observacion 



2.2| como el igualador en la fila horizontal del diagrama 



D^K^Y 



RLY . 





R/3y 



(18) 



RGLY 



Si aplicamos el funtor L al diagrama conmutativo (fT8|) obtenemos el diagrama 



LD^K^Y 



(■LRLY^ 

LRLRLY 




(19) 



LRLriYLa, 




LRLY 



LRfSY 



: LRGLY 



tambien conmutativo. Aqui, los morfismos clrly J ^ly hacen que la diagonal sea un 
igualador contractible. Si es una equivalencia de categorias, entonces su adjunto por 
la derecha es obviamente fiel y pleno y, en virtud del Teorema l2.5[ (p es un isomorfismo 
natural y L preserva los igualadores de la forma (fTn| . Puesto que el funtor que olvida 
Uq '■ -Ac A refleja isomorfismos [H Proposition 3.3.1], deducimos de L = Ug o 
que L refleja isomorflsmos. Reciprocamente, si ip es un isomorflsmo natural y L preserva 
los igualadores (fTTH) y refleja isomorflsmos, entonces, por el Teorema 12. 5| la counidad de 
la adjuncion K^p H es un isomorflsmo. Del diagrama (fT9|l deducimos que Lrfy es un 
isomorflsmo y, como L refleja isomorflsmos, ffy ha de ser un isomorflsmo, con lo que hemos 
demostrado que la unidad de la adjuncion H es tambien un isomorflsmo natural. 
Por tanto, es una equivalencia de categorias. □ 



3 Coanillos sobre anillos firmes 



Sea A un anillo, del que no suponemos posea un uno. Por MocIa denotamos la categoria de 
todos los y4-m6dulos por la derecha. Podemos tambien considerar modulos por la izquierda 
o bimodulos. El producto tensor sobre A se denotara mediante — ®a — • Un A-modulo por 
la derecha M se dira firme [16] si el homomorflsmo «multiplicaci6n» zu]^ : M <S)a A M 
es biyectivo. Su inverso se denotara por : M — ^ M ®a A. Los modulos flrmes por 
la izquierda se deflnen analogamente, con notaciones zu]^ y rf^j para el homomorflsmo 
«multiplicaci6n» y su inverso, respectivamente. Obviamente, = zu^, con lo que, en 
caso de ser este homomorflsmo multiplicacion biyectivo, se tiene d\ = d'^. Diremos entonces 
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que A es un anillo firme. Si A es firme, entonces la subcategona plena Mod^ de Mod^ 
cuyos objetos son todos los modules firmes una categona abeliana [ini (4.6)], Corollary 
1.3], [13 Proposition 2.7], aunque en general los igualadores no necesariamente se calculan 
en grupos abelianos, debido esencialmente a la falta de exactitud del funtor — <S)a A. 

Supongamos que A es un anillo firme. Un A-coanillo es un A-bimodulo (t dotado 
de dos homomorfismos de A-bimodulos : (£ — > C ®^ y : C — > A que verifican las 
siguientes ecuaciones: 

(ir ®A Ac) o Ac = (Ac o Ac (20) 

(£c®aC) o Ac = rf^, {€0A£€)°^€ = d\ (21) 

En hemos considerado el isomorfismo natural C®a{^®a^) — {^®a^)®a^ como una 
igualdad, denotando el «valor comun» como (t^A ^^a ^- Un calculo directo, usando (f2n|) 
y (f2T|l demuestra que cada A-coanillo (C, Ac, ec) determina una comonada sobre Mod^ 
definida por el funtor 

- C : Mod^ ^ ModA 

y las transformaciones naturales 

- ®A g "^•"^^ - 0A g £ 



-^A^ ^^^~^AA = zd 

La categoria de coalgebras para esta comonada no es sino la categoria Comodc de los 
£-com6dulos por la derecha. 

Supongamos ahora dado un segundo anillo firme B, y un B — A-bimodulo S firme. 
Argumentando como en [13], tenemos un par de funtores adjuntos 

Mods ^=^==^ Mod^, -®BSHHomA(S,-)®ij5 (22) 

HomA(S,-)(g>sB 

Sera litil hacer explicitas la unidad y counidad de la adjuncion (|^ . Para ello, dado y eY 
para Y un i?-m6dulo por la derecha firme, utilizaremos la notacion dyiy) = b G 

Y ®B B (suma sobreentendida). Por supuesto, este elemento del producto tensor esta 
determinado por la condicion y^b = y. La counidad de la adjuncion es 

Vy-.Y -HomA(S,F®BS)®B5, nriy) = (y' 0b -) ®b b, (23) 

y la counidad 

ex : HomA(S,X)®B5®BS -X, ex{f 0b b (E)b u) = /(bu) . (24) 

Tenemos entonces la comonada asociada 
(HomA(E, -) 0B B 
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Supongamos ahora dada una estructura de B — C-bicomodulo sobre E, esto es, un homo- 
morfismo de -B — A-bimodulos : S — S ®a ^ que verifica 

(te ®A ^) o = (S ®A Ae) o ^s, (S®A£e)ote = 4 (25) 
Se sigue facilmente de (f25|l que la transformacion natural 

/3: ^^^-®bS®aC: (26) 

satisface las condiciones de la afirmacion (C) de la Proposicion 11.11 v. en virtud de di- 
cho Teorema, da lugar a un homomorfismo canonico de comonadas can definido como la 
composicion 

Hom^(E, -) B ®B s "°'"-^(^'-)^^^^^^.^ Hom^(S, -) ®bB®b^®a^ 

o, si usamos una notacion de Heynemann-S weedier abreviada, tenemos, para cada B 
modulo por la derecha X: 

Hom^(S, X)®bB0b^ — X®A^ 




f ®Bh®BU 1 ^ fipu^) ®A 

donde Qt,{u) = wp] ®a ^^[i] (suma sobreentendida). 

Podemos ahora aplicar la Proposicion 12. II v el Teorema 12 .51 para obtener 

Teorema 3.1. El funtor — ®b S : Mods Comode; tiene un adjunto por la derecha 

Homi>;(S, —) ®b B : Comode; ^ Mod^ 

Este funtor es fiel y pleno si, y solo si, can es un isomorfi,smo natural ?/ — (8>b S : Mods 
ModiA preserva el igualador 

ax 

Home;(S, X) ®b B HomA(S, X) ®b B HomA(S, X ®a ^) ®b B 

(27) 

para cada C-comddulo por la derecha (X, gx), donde ax{f ®b b) = [(/ Cg>A ^) o Qt,] ®b b 
para f ®Bb E HomA(S, X) ®b B. 

Demostracidn. Basta con comprobar que, en la presente situacion, ax, tal como aparece 
definido en general en Q, esta dado en la manera que afirma el enunciado, y que — ®b B 
es exacto por la izquierda puesto que es adjunto por la derecha del funtor inclusion J : 
Mods Mods. □ 
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El Teorema 12.61 tiene la siguiente consecuencia: 

Teorema 3.2. Sea T, un B — C-bicomddulo. El funtor — (g)^ S : Mod^ — > Comodg; es una 

equivalencia de categorias si, y solo si, — ®b S : Mod^ Mod^ preserva los igualadores 
de la forma (f27|l . refleja isomorfismos y la trans formacion candnica can es un isomorfismo 
natural. 

Vamos ahora a deducir algunos de los resultados fundamentales de Escribamos 
S* = Hom^(E,yl), y supongamos que A es un anillo con unidad. El i?-bim6dulo S (g)^ 
S* tiene una estructura de 5-anillo (sin uno, en general), con multiplicacion asociativa 
definida por 

iJt,{x®A<P®By®Ai') = x(j){y)®Ai' = x®A<P{y)i', {x®A<P®By®Ai' e 'ii®a^*®b^®a^*) 

La situacion tratada en [13] parte de un homomorfismo de anillos l : B ^ T, ®a S*, lo que 
permite demostrar que existe un isomorfismo natural 

HomA(S, -) (8)B ~ - ®A S* ®B 5 {h0Bb^ h{ec) ^Ael^Bb") (28) 

Aqui, estamos usando la notacion t(6) = 0b para b E B (suma sobreentendida). De 
(f28|) deducimos, usando la notacion = S* ®b 5, una adjuncion 

ModB====^ModA, -®sSH-®ASt (29) 

cuya counidad es 

eM : M S {m ®a (p ®b b ®b x m(f){bx)), (30) 

y cuya unidad es 

r]N : N ^ N ®B^®A^^ {n ^ n'' ®b ec®A e* ®b b") 

A partir del par adjunto (f29|) tenemos la comonada sobre Mod^ 

(-®ASt®BS,r/_^^st ®BS,e) (31) 

Evaluando en A, obtenemos el A-coanillo A ®a T,"^ ®b ^ — ®b ^ con comultiplicacion 
At 

= Va^a^^ ®b S y counidad €a- Explicitamente, 

A\(f)^Bb®Bu) = (f)®BC®Bed®Ae*i ®r {W^ ®bu 

(-a{4> ®b b®Bu) = (pibu) 

Ademas, la comonada (pTTl) esta determinada por el coanillo de comatrices (E^cgj^S, A^, eA), 
ya que el funtor subyacente a la comonada es un producto tensor sobre A. 
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Si volvemos ahora al caso en que (S, ^2) es un -B — C-bicomodulo, tenemos que la 
transformacion natural (f26|l da lugar, en virtud de la Proposici6n ll.il a un homomorfismo 
de comonadas can"^ definido (ver ^) en (X, gx) por 

Obviamente, 

can^ = X ®A can\ (32) 

donde can^ es la aplicacion 

can^ : (g)^ S ^ ®b & ®b m ^-> 0(6m[o])m[i] (33) 

que es un homomorfismo de A-coanillos, puesto que can^ es un homomorfismo de comona- 
das. De acuerdo con la Proposici6n l2.lL el funtor de comparaci6n — : Mod^ Comode; 
tiene un adjunto por la derecha, que, sobre un £-com6dulo por la derecha {X,gx), esta 
definida como el igualador en Mod^ del par {ax, Qx ®a S^). Un sencillo calculo muestra 
que, en el presente caso, ax = X ®a «Et, donde 

ast = (can|4®AST) o77st (34) 

De los diagramas Q deducimos inmediatamente que (S''^,ast) es un C — -B-bicom6dulo. 
De esta manera, el funtor definido en la Proposici6n 12.11 es un producto cotensor, ya que 
esta definido por el igualador 

XDcEt ^X0^St= I X®a1®a^^ (35) 

De la Proposici6n l2.1l V el Teorema 12.51 deducimos . pues: 

Teorema 3.3. 113] Sea C un A-coanillo y Tj un B — d-comodulo, firme como B-mddulo 
por la izquierda. Si l : B ^ es un homomorfismo de B-anillos, entonces el funtor 

— ®B S : Mods Comode; tiene como adjunto por la derecha al funtor producto cotensor 
— DirST : Comodir — > Mod^. Este funtor es fiel y pleno si, y solo si, can^ : S"^ (g)^ E — C es 
un isomorfismo de A-coanillos y — '■ Mod^ — > Mod^ preserva los igualadores de la 
forma (f35|l . 

El Teorema 12.61 da en la presente situaci6n: 

Teorema 3.4. Sea €. un A-coanillo y un B — (t-comddulo, firme como B-mddulo por 
la izquierda. Si t : B ^ ®a S* es un homomorfismo de B-anillos, entonces el funtor 

— (S)B^- Mods — i> Comode; es una equivalencia de categorias si, y solo si, can\ : S^®bS 

£ es un isomorfismo de A-coanillos y — 0b'^ '■ Mods Mod^ refleja isomorfismos y 
preserva los igualadores de la forma (j35jl . 
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Observacion 3.5. Cuando tanto A como B son anillos con uno, y E es finitamente ge- 
nerado y proyectivo como A-modulo por la derecha, entonces S = End(S^) e 

L : B ^ End(SA) no es sino el homomorfismo que lleva cada 6 G i? en el endomorfis- 
mo multiplicacion por b. De hecho, podemos tomar B = End(Se:). Esta es la situacion 
considerada en pjj Section 3]. Cuando S = A, cada estructura de C-comodulo esta de- 
terminada por un elemento «como de grupo» g E (t, y tenemos la situacion estudiada en 
lU Section 5]. Cuando can a es un isomorfismo, se dice en [TT] o |H, respectivamente, que 
C es un coanillo de Galois (S 6 (7 se sobrentienden), o que S es un C-comodulo de Galois 
[B]. El coanillo E* ®b E se suele Uamar coanillo de comatrices. 
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